TD 3 : Sommes et produits

Calcul de sommes

*vtr Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :
D 1424+ +(n=1)4+n+n-1)+...+2+1

2) 24446+...42n puis 14+34+5+...+(2n—1)

1 2 n—1
3) —+=+...+
n n

#* Soit n € N*, Calculer les sommes suivantes :

n+2

D Y k+1) =YK 5 V&
k=0 k=0 k=5
n 2n
2) (—1)* 1
13 n 1,3
3) Yk D
= = k-1

3k
42k+1

< 1
8)
k; k(k+1)

4)2

=1

(8 )#x Soitne N,

1) Démontrer que, pour toutk € [1,n],ona:

>~

11 1 1
d2—1 2\2k—1 2k+1
" 1
2) Endéduire la valeur de la somme /;1 2]

(4 )»* SoitneN*,
n 1
1) Calculer H (1 + —) en fonction de n.
k=1 k
i 1
2) En déduire la valeur de Z In (1 + ;) en fonction

k=1
de n.

(5 )x* Soitne N*.

n
1) Que vautlasomme S = Z [(k+ 1)*— kﬂ ?
k=1
2) Enréécrivant S différemment, en déduire la valeur

de Z K.
k=1

n
@ #4f:  Soitn € N*. On considere S,, = Z kx* ou
k=1
x est un réel différent de 1. Calculons S,, de deux fagons.

1) Calculer (1 —x)S, et déduire S,,.
n
2) Dériver la fonction f : x — Z +* de deux facons, et

. k=0
en déduire S,,.

100

**t Calculer Z {\/%J

k=1
Factorielles et calcul de produits ——
»#: Ecrire a I’aide de factorielles
1) 17x16x15x 14

2) 16x14x12x..x4x%x2
3) 15x13x11x...x5x3x1

(9 )#x Soitn € N*. Montrer que
T(2k—1
kl;Il( a )_ 1 (2n)
L SR
e L\

k=1

n
k
..10 **  Soitn € N*. Simplifier
P k;) (k+1)!
** Soitn € N*. Montrer que
n

Y kxkl=(n+1)!—1

k=0
** Soitn € N tel que n > 2. Simplifier les pro-

duits le plus possible en les exprimant avec des puis-
sances ou des factorielles :

1) ﬁzk 4) ﬁ(2k+1)
k=1 k=0
n n 2p+1
2 2k 5
) kI:[] ) IQZp—FS
n 1 n 3k
3) <1——) 6 =
,{IJZ k ) kl;llkz
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Coefficients binomiaux

# Soitn € N. Calculer les sommes suivantes :

1. kg() (Z) 2. ;g)Zk (Z) 3. kz:‘b(—l)k <Z)

% Soit n € N. On souhaite calculer de deux
manieres différentes la somme

" /n
Sn = k:zok (k> :
Démontrer que pour tous k,n € N* avec k <
I n n—1
,ona =
" k)~ "\k-1
formule du capitaine).
(b) En déduire S, .
2) Soit f la fonction définie pour tout x € [0, o0 [ par
f(x) = (14x)". On admet que f est dérivable sur
[0, +oe].
(@) Calculer la dérivée de f de deux facons diffé-
rentes.
(b) En déduire S,, .

D (@
(on I'appelle la

*x4: En s’inspirant de la preuve de la formule
du capitaine (cf exercice précédent), calculer :

1 kg ﬁ@ 2. k_zo k2<Z) 3 Y (k‘ﬁk (’Z)

k=0
(16 ) ###  Soitn € N*.

1) Calculer:

o= (1) (1) (2) ot (7
(-G

o [n/2] n [n/2] n
2) En déduire Z (2k> et Z (2k—|—1)'

k=0 k=0

Sommes doubles

#¥:  Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

1) ' Sk ol
1<§§nl 9 LYl

n
2) Z Xt avecx € R. 4) Z
0<i,j<n

n
(J—1)
i=1j=1

##* Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

by » Yy

I<i<j<n =
1=1j=1

2) Y 4) Y (i)
1<i<j<n 1<i<j<n

Pour la derniere somme, on ne cherchera pas a calculer
n
lasomme Y .
i=1

n n
*x#:  Soitn € N*. Calculer Z Z min(i, j)

i=1j=1

(20) %+ Soitn € N*. Calculer Z ij

1<i,j<n
i+j=n
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